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Abstrakt: 
V případě odhadu kritického zatížení vrubů složených ze dvou materiálů se v rámci 
zobecnění lineární elastické lomové mechaniky vychází z předpokladu převažujícího 
normálového módu zatěžování. Z toho se vychází i při odvození kritérií stability bi-
materiálových vrubů. V praxi však existují případy, kdy způsob zatížení i porušení je velmi 
blízký smykovému módu. Cílem práce je analytické odvození kriteria stability bi-
materiálového vrubu zatíženého kombinací normálového a smykového módu. Zároveň je 
vytvořen MKP model pro řešení problému stanovení podmínek iniciace trhliny při 
kombinovaném módu zatížení. 
Abstract: 
In the range of linear elastic fracture mechanics, the conditions for critical loading 
assessment of structures made of two dissimilar materials are usually based on the 
assumptions of prevailing normal mode of loading. The same assumption is usually applied to 
the stability criterion of bi-material notches. However, in engineering practice there are cases 
of loading and failure closed to the shear mode. The aim of the work is the assumption of the 
stability criterion of bi-material notches subjected to combination of normal and shear 
loading. The FEM model of the bi-material notch under combination of normal and shear 
loading mode is created and solved and evaluated as well. 
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zatížení, kriterium stability 
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1. Úvod 
Lomová mechanika je vědní disciplína, která se začala rozvíjet v první polovině dvacátého 
století. Jedná se o jednu z nejstarších vědních disciplín v oblasti mechaniky těles a 
materiálového inženýrství. Cílem lomové mechaniky je studie mezních stavů součástí s 
trhlinou. Tato disciplína se však velice rozvíjí a nabírá na složitosti výpočtu. Z počátku se 
lomová mechanika zabývala zkoumáním lomových jevů, při kterých se uvažovalo, že pole 
napětí a deformace v okolí kořene trhliny jsou charakterizovány pouze jedním parametrem, 
proto se začala nazývat jednoparametrová lomová mechanika. Později se přišlo na to, že 
jednoparametrovou mechaniku lze zobecnit. Tomuto zobecnění říkáme dvouparametrová 
lineární elastická lomová mechanika (LELM). Dvouparametrovou LELM jsme schopni 
popsat vliv multiaxiality napětí, čehož je dosaženo uvažováním prvního singulárního a 
prvního nesingulárního členu Williamsova rozvoje. Úvodem do problematiky lomové 
mechaniky se budeme podrobněji zabývat v kapitole 5. 
Další rozvoj LELM spočíval v jejím zobecnění na singulární koncentrátory napětí. 
Singulárními koncentrátory napětí chápeme trhliny, které jsou zvláštním případem vrubu. 
Rozdíl mezi trhlinou a vrubem spočívá v exponentu singularity napětí, pomocí kterého jsme 
schopni namodelovat popis napětí a deformace na vrcholu trhliny nebo vrubu. Zvláštní případ 
vrubu chápeme tak, že pokud má V-vrub otevření 0°, je exponent singularity napětí stejný 
jako u trhliny. V ostatních případech se exponent singularity napětí  V-vrubu liší od 
exponentu singularity napětí u trhliny. 
Na základě znalostí LELM V-vrubu se rozvinula novější teorie zobecněné LELM, a to 
LELM bi-materiálových vrubu. V současné době je velice populární a účinné používat tělesa 
složená ze dvou či více materiálů. Pomocí vhodné kombinace materiálů jsme schopní zvýšit 
pevnost dané konstrukce, což nám umožní stavět např. pevnější, delší a vyšší mosty nebo 
mnohem vyšší výškové budovy, či snížit hmotnost konstrukcí, což nám pomůže stavět 
rychlejší závodní vozy nebo větší a ekologičtější dopravní letadla. Význam nám bude jasný 
při pohledu na závodní stroje formule 1, které jsou konstruované na hranici únosnosti a 
jejichž karoserie, tvořená z kompozitních materiálů, je konstruovaná tak, aby při nárazech 
absorbovala co nejvíce energie. Dále lze zmínit v současné době největší letoun na světě 
Airbus A380, jehož křídla jsou tvořená z vysoce pevných desek kompozitů, které jsou lepené 
na titanovou konstrukci křídla. V této práci se omezíme pouze na dvouvrstvé materiály v 
aplikaci na V-vrubech. Na rozhraní takové kombinace materiálů získáme nový typ 
singulárního koncentrátoru napětí, bi-materiálový vrub, závislý na vlastnostech dvou různých 
materiálů. O různých typech singulárních koncentrátorů napětí bude pojednáno v kapitole 6. 
V kapitole 7 bude provedeno seznámení se s kritériem směru iniciace trhliny a stability bi-
materiálového vrubu. Kde kritérium stability bude odvozeno pro převažující mód I a následně 
i pro převažující mód II. Následně bude v kapitole 8 uvedené analyticko-numerické posouzení 
bi-materiálového vrubu, určení lomových parametrů a posouzení vlivu smykového módu na 
porušení součásti. 
Bc. Dalibor Kopp  Diplomová práce 
 
VUT v Brně, FSI 16  ÚMTMB 
 
2. Cíle práce 
Cílem této práce je aplikace poznatků lineární elastické lomové mechaniky bi-materi- 
álového vrubu pro zjištění vlivu zatěžovacího módu II na porušení součásti. Vzorek použitý k 
pozorování je bi-materiálový vrub s úhlem rozevření V-vrubu 80°, zatěžovaný monotónním 
namáháním ve směru -90 až 90° po 10°. Pomocí těchto kroků bude dosaženo  kombinovaného 
módu zatěžování. V případě bi-materiálového vrubu bude použito přístupu zobecněné LELM. 
K určení významnosti zatěžovacího módu II bude použito MTS-kritérium a provedena 
ekvivalentní modifikace výpočtových vztahů kritéria stability bi-materiálového vrubu pro 
zatěžovací mód I. Z numerického modelu definovaného singulárního koncentrátoru napětí 
zjistíme velikosti maximální hodnoty tangenciálních napětí a směry iniciace trhliny z vrcholu 
V-vrubu pro různé směry zatížení. Hodnoty maximálních tangenciálních napětí a jejich směrů 
zjištěných z numerické simulace chování námi zvoleného V-vrubu aplikujeme do nových 
vztahů kritéria stability. Tím získáme křivku určující oblast závislou na druhém singulárním 
členu, který je blízký druhému zatěžovacímu módu. 
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3. Problémová situace 
Dle Janíček [3] je problémová situace nestandartní stav entity, který z určitých důvodů 
vyžaduje řešení s vymezením cíle. U problémové situace proces řešení není rutinní, takže 
řešitel musí použít činnosti informační, hodnotící, tvůrčí a rozhodovací a hledat metody 
řešení. 
Problém je nestandartní stav entity, který vyžaduje řešení. 
3.1. Typ problému 
V této práci bude provedena formulace problému z hlediska příčinné souvislosti, a to 
přímý příčinný problém. Protože vstupem do algoritmu jsou příčiny a výstupy z algoritmu 
jsou důsledky z těchto příčin.  
Vstupem do algoritmu jsou vlastnosti okolí (S0), určitá topologie a geometrie objektu (S1), 
vazby objektu na okolí (S2), aktivace objektu (S3), jeho ovlivňování (S4) a vlastnosti prvků 
struktury objektu (S5). 
Výstupem z algoritmu, tedy řešením, mohou být procesy a stavy objektu (S6) a jeho 
projevy (S7). 
3.2. Analýza problémové situace 
3.2.1.  Problémová situace 
Problémová situace spočívá v tom, že se má odstranit znalostní neurčitost o podmínkách, 
které popisují porušování bi-materiálového vrubu při kombinovaném módu zatěžování. 
3.2.2.  Formulace problému 
V případě odhadu kritického zatížení vrubů složených ze dvou materiálů se obvykle 
vychází z předpokladu převažujícího normálového módu zatěžování. Z toho se vychází i při 
odvození kritérií stability bi-materiálových vrubů. V praxi však existují případy, kdy způsob 
zatížení i porušení je velmi blízký smykovému módu. Cílem práce bude analytické odvození a 
MKP řešení problému stanovení podmínek iniciace trhliny při kombinovaném módu zatížení. 
3.2.3. Formulace cílů   
Cíl je, dle Janíček [3], subjektem naformulovaný výrok, o úmyslu v budoucnu něco 
vytvořit nebo vykonat, přičemž impuls k úmyslu vychází od řešitele samého nebo z jeho okolí 
na základě požadavků, úkolů či výzev. 
Cíle této práce jsou: 
1. Aplikace poznatků lineární elastické lomové mechaniky na bi-materiálové vruby, 
2. Vytvoření MKP modelu bi-materiálového vrubu zatíženého kombinovaným módem 
zatěžování I(normálovým) a II (smykovým), 
3. Sestavení kritéria stability bi-materiálového vrubu pro převažující smykový mód 
zatěžování.  
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4. Systém podstatných veličin 
Slouží k vytvoření množiny podstatných veličin obsahující ty prvky struktury objektu a 
jeho okolí, které jsou podstatné z hlediska problému, který se na objektu řeší. 
 
Obr.1: Podmnožiny veličin Systému veličin 
4.1. Obecné pojednání o systému podstatných veličin 
Jak je psáno v Janíček [3] Vše co se kolem nás děje má převážně „příčinný charakter“ a 
řídí se tímto „jednotným scénářem událostí“.  Pro každý objekt je charakteristické, že má 
určité okolí, tvar (geometrii), a že v okolí, zaujímá určitou polohu (topologii) S okolím má 
určité vazby, přes které objekt aktivují a ovlivňují. Aktivace objektu na něm vyvolává 
procesy, které mění jeho stavy. Objekt se do svého okolí určitým způsobem projevuje, což má 
určité důsledky. Všechny uvedené entity, tedy okolí objektu, jeho topologie, geometrie, 
vazby, aktivace, ovlivňování, procesy, stavy, projevy a důsledky lze popsat veličinami. To 
umožňuje vytvořit systém veličin „ΣΩ“ na objektu Ω. 
Podmnožiny  vytváří tuto soustavu: 
• Podmnožina (S0) – obsahuje veličiny , popisující prvky okolí objektu. Jsou to 
tzv. environmentální veličiny. 
• Podmnožina (S1) – veličiny 	 komplexně popisují objekt, tj. strukturu, rozmístění 
(topologii, topografii) prvků objektu v prostoru a geometrii těchto prvků – lze je 
proto označit jako objektové veličiny. 
• Podmnožina (S2) – její veličiny 
 popisují podstatné vazby objektu s jeho okolím Ω a na něm probíhající interakce, resp. vazby mezi jednotlivými podobjekty, na 
něž je objekt dekomponován. Popsat podstatné vazby vyžaduje vymezit i podstatné 
prvky okolí objektu. Tyto veličiny lze označit jako vazbové veličiny. 
• Podmnožina (S3) – patří do ní veličiny , které vyjadřují takovou aktivaci 
objektu Ω z jeho okolí, která na objektu vyvolává procesy. Veličiny  lze označit 
jako aktivační veličiny nebo také podněty či příčiny. 
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• Podmnožina (S4) – tato podmnožina obsahuje veličiny , které působí z okolí na 
objekt a ovlivňují na něm probíhající procesy – lze je označit jako ovlivňující 
veličiny. 
• Podmnožina (S5) – patří sem veličiny  vyjadřující vlastnosti prvků struktury 
objektu, na němž se řeší problém. Mohou to být vlastnosti geometrické, 
strukturální, fyzikální, mechanické, technologické, přičemž jednotlivá vlastnost 
může být vyjádřená i několika charakteristikami. Lze je nazvat jako strukturně-
vlastnostní veličiny. 
• Podmnožina (S6) – obsahuje veličiny  popisující procesy probíhající na 
struktuře objektu, uvádějící objekt do různých stavů, odlišných od stavů 
počátečních. Jsou to procesní veličiny a stavové veličiny. Oboje se obvykle dávají 
do jedné podmnožiny, protože je mezi nimi úzká souvislost – stavy jsou důsledky 
procesů. 
• Podmnožina (S7) – patří sem veličiny  vyjadřující projevy (chování objekt, které 
odpovídají stavům, do nichž se objekt dostal tím, že na objektu proběhli určité 
procesy. Lze je označit jako projevové veličiny. 
• Podmnožina (S8) – zahrnuje veličiny  popisující důsledky projevů objektu na 
jeho okolí nebo něho samého. Pro tyto veličiny lze použít název důsledkové 
veličiny. 
 
4.2. Aplikace systému podstatných veličin 
Podmnožina (S0) – okolí objektu: 
• Zkušební stroj 
Podmnožina (S1) – geometrie a topologie: 
• Bi-materiálový zkušební vzorek daných rozměrů s bi-materiálovými vruby 
Podmnožina (S2) – podstatné vazby objektu k okolí: 
• Vazba vzorku na zkušební stroj 
Podmnožina (S3) – aktivace objektu z okolí: 
• Monotónní stav zatěžování součásti silou s proměnným směrem nositelky síly 
Podmnožina (S4) – ovlivňování objektu z okolí: 
• Prázdná množina 
Podmnožina (S5) – vlastnosti prvků struktury objektu: 
• Bi-materiálový vrub je tvořen materiály 
1. Hliník (,  
2. Epoxydová pryskyřice , ,  
• Ideální adheze mezi materiály bi-materiálového tělesa 
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Podmnožina (S6) – procesy na objektu a jeho stavy: 
• Deformační a napěťové procesy ve struktuře 
Podmnožina (S7) – projevy (chování) objektu: 
• V každém bodě tělesa vektor výsledného posuvu, který se skládá ze tří složek posuvů 
v ose x, y a z 
• Tenzor přetvoření 
• Tenzor napětí 
• V důsledku geometrie a nespojitosti materiálových vlastností dochází k singularitě 
složek tenzoru napětí 
Podmnožina (S8) – důsledky projevů objektu: 
• Když je hodnota zobecněného faktoru intenzity napětí (ZFIN) rovná kritické hodnotě 
ZFIN, dojde k iniciaci trhliny. 
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5. Lomová mechanika trhlin 
Abychom mohli rozebírat problematiku zobecněné lomové mechaniky, je nutné nejdříve 
ujasnit pojmy týkající lineární lomové mechaniky trhlin. V této kapitole uvedeme pojmy jako 
zatěžovací mód, singulární koncentrátor napětí, napjatost ve vrcholu trhliny, plastická zóna 
atd. Tyto pojmy jsou stěžejní při další aplikaci LELM na zobecněné singulární koncentrátory 
napětí. 
5.1. Energetický přístup 
LELM se začala více rozvíjet během první světové války, kdy se anglický letecký inženýr 
A.A. Griffith snažil vysvětlit porušování křehkých materiálů. Jeho experimenty byly 
prováděny na skleněných deskách, známých svojí tvrdostí, ale zároveň křehkostí. Díky jeho 
experimentům vznikla tzv. Griffithova teorie, která velice pomohla při objasňování porušení 
křehkých materiálů [12]. Griffithovo kritérium má následující vztah pro lomové napětí 
   2 ∙  ∙  ∙  , (1) 
kde σ je hodnota aplikovaného napětí, E je Youngův modul pružnosti a γ je měrná 
povrchová energie materiálu. Griffithova teorie byla však definovaná pouze pro dokonale 
křehké těleso a nebrala v úvahu plastickou oblast ve vrcholu trhliny. Na Griffithovu teorii 
navázal G.R.Irwin, americký vědec, který od roku 1937 pracoval pro vývojové centrum 
amerického válečného námořnictva. V období druhé světové války se zabýval problémy 
porušování křehkým lomem. Irwin a jeho spolupracovníci přišli s myšlenkou, že zejména u 
křehkých materiálů se ve vrcholu trhliny tvoří plastická zóna, která hraje významnou roli při 
porušování křehkých materiálů. Tuto myšlenku odůvodnil tím, že pokud součást s trhlinou 
namáháme, tak ve vrcholu trhliny vzniká singulární napětí, které dosahuje teoreticky 
nekonečné hodnoty. 
 
Obr.2: Plastická zóna ve vrcholu trhliny 
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Ve skutečnosti hodnoty nedosahují nekonečna, nýbrž hodnoty několikanásobně vyšší než 
je mez kluzu, což způsobuje lokální zplastizování materiálu viz (Obr.2). S tímto tvrzením 
provedl Irwin modifikaci Griffithova kritéria a výsledkem bylo 
  = 2 ∙  ∙  ! ∙  , (2) 
kde σC je hodnota napětí při porušení součásti, a je délka trhliny, E je Youngův modul a  ! je efektivní povrchová energie. Podle prací Irwina a Orowana je nutná vnější energie, 
která by v křehkém materiálu pomáhala pohánět šíření trhliny. Irwin rozdělil celkovou energii 
nutnou k porušení vzorku do dvou částí 
• elastická deformační energie 
• plastická disipační energie 
Podle této myšlenky je efektivní povrchová energie popsaná následujícím vztahem 
 
 !   + #$, (3) 
kde γ je měrná povrchová energie materiálu a #$ je plastická disipační energie[12]. 
5.2. Napjatost ve vrcholu trhliny 
Schopnost popsat napjatost ve vrcholu trhliny je velice důležitá při vyhodnocování 
porušení součásti lomem. Napjatost je popsaná pomocí Airyho funkcí napětí ve formě 
nekonečné řady [14] v kartézském či polárním souřadnicovém systému viz.(Obr.3). 
Jednotlivé složky napětí jsou popsané rovnicemi (4) 
 %%  &
Φ&(
 , ))  &

Φ&*
 , %)  &

Φ&*&( (4) 
v kartézském souřadnicovém systému. Splňuje-li Φ bi-harmonickou rovnici 
 
&Φ&( + 2 &Φ&*
&(






pak Φ(x,y) budeme nazývat Airyho funkcí napětí popisující napjatost na vrcholu trhliny 





kde r a θ jsou souřadnice v polárním souřadnicovém systému. 
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(a)                                                                                 (b) 
Obr.3: Souřadnicový systém ve vrcholu trhliny a) kartézský b) polární 
Pro analýzu napjatosti v tělese s trhlinou existuje mnoho postupů, avšak nejznámějšími 
jsou postupy Westergaarda a Williamse [13][14][15]. Za předpokladu lineárně elastického 
chování materiálu jsme schopni dokázat, že napěťové pole v homogenním tělese s trhlinou je 
vyjádřeno následujícím vztahem: 
 , = - .√01 2,3 + 4 560	
7,63
8
69 , (8) 
kde σij jsou složky tenzoru napětí, r a θ jsou polární souřadnice znázorněny v (Obr.3.a), k je 
konstanta a fij je rozměrová funkce úhlu θ.  Členy vyššího řádu jsou závislé na geometrii, ale 
řešení pro jakoukoliv danou konfiguraci obsahuje vedoucí člen, jenž je úměrný k 	√:. Pro 0 → 0 se první člen přibližuje k nekonečnu, ale druhý člen zůstává konečný, nebo se 
přibližuje nule. Tak se napětí blízko vrcholu trhliny mění s 	√: bez ohledu na uspořádání tělesa 
s trhlinou. Lze též vidět, že posun blízko vrcholu trhliny se mění s √0. Vzhledem k tomu, že 
napětí je asymptotické pro r = 0, rovnice (8) popisuje singularitu napětí. 
 
5.3. Deformační módy 
Při namáhání u součásti s trhlinou je možné popsat tři základní typy deformace tělesa. 
Těmto typům se říká deformační módy, které se nazývají mód I, mód II a mód III, jak lze 
zhlédnout na (Obr.4). Mód I se nazývá otevírací mód, protože typ zatěžování, kterému je 
součást vystavena, rozevírá plochy trhliny a oddaluje je od sebe. Deformační mód II je 
vyvolán zatížením rovinným smykem, proto se mu též říká smykový mód. Třetím je 
deformační mód III, který je způsoben příčným smykovým zatěžováním. Součást může být 
zatěžovaná jednotlivými módy zvlášť, nebo jejich kombinací. 
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Obr.4:Deformační (zatěžovací) módy 
5.4. Faktor intenzity napětí 
Dalším úspěchem Irwina a jeho týmu bylo nalezení faktoru intenzity napětí značeného K. 
Jedná se o hodnotu, která nám popisuje stav napjatosti v blízkosti vrcholu trhliny. Každý 
zatěžovací mód způsobuje singularitu 	√: ve vrcholu trhliny, ale konstanta k a funkce fij jsou na 
zatěžovacím módu závislé. V tom případě je vhodné konstantu k nahradit faktorem intenzity 
napětí K, který je ve tvaru  = .√2. Pro jednotlivé módy zatěžování má faktor intenzity 
napětí označení s indexy, které přísluší jednotlivým zatěžovacím módům KI, KII, KIII. Faktor 
intenzity napětí (FIN) je u jednoparametrové lomové mechaniky popsán vztahy 
 
 lim:→,  √20 2,3,  
 lim:→, = √20 2,3, (9) 
 lim:→, = √20 2,3,  
kde σij je tenzor napětí, K je faktor intenzity napětí, r je vzdálenost od vrcholu trhliny a fij 
je funkce popisující geometrii a napjatost součásti. Při problému smíšených módů se složky 
jednotlivých napětí sčítají 
 
,?@?A$ = , + , + , . (10) 
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Rovnice (10) vychází z principu superpozice. Faktor intenzity napětí kompletně definuje 
stav napjatosti před vrcholem trhliny a je počítán numericky na základě známé geometrie, 
materiálových charakteristik a daných okrajových podmínek (vazby a zatížení). Pokud K 
známe, je možné popsat všechny složky napětí, deformace a posuvů jako funkce polárních 
souřadnic r a θ.  
5.5. Kritéria směru šíření trhliny 
Vlivem kombinovaného módu zatížení se trhlina může šířit různými směry. K určení, 
jakým směrem se bude šířit, používáme různá kritéria, v této práci se omezíme pouze na dvě 
nejznámější. 
5.5.1. Kritérium maximální hodnoty tangenciálního napětí (MTS) 
U tohoto kritéria určujeme hodnotu směru šíření trhliny θ = θ0, při které dosahuje hodnota 
tangenciálního napětí σθθ své maximální hodnoty. Toto kritérium vyžaduje, aby pro určení 
úhlu θ0 byly splněny následující podmínky: 
 




 FC9CD < 0, (12) 
kde rovnice (11) představuje nutnou a spolu s rovnicí (12) postačující podmínku pro určení 
směru šíření trhliny. V případě trhliny zatěžované kombinovaným módem zatížení bude 
hodnota σθθ vyjádřená ve tvaru rovnice (10) jako součet napětí pro mód I a II následovně: 
 CC  √2 0H	/
2CC3 + √2 0H	/
2CCJ3. (13) 
Derivací této funkce podle rovnice (11) a následně dosazením poměrů faktorů intenzity 
napětí KII/KI zjistíme směr šíření trhliny. Druhou derivací funkce (13) získáme postačující 
podmínku šíření trhliny, kde druhé derivace σθθ musejí být záporné. 
5.5.2. Kritérium minimální hustoty deformační energie (SED) 
Určujeme zde, stejně jako u MTS kritéria, směr šíření trhliny v tělese, avšak ta se bude šířit 
ve směru θ = θ0, který odpovídá minimální hustotě deformační energie [1]. Nutná a 
postačující podmínka je zde formulována následovně: 
 
-&&31C9CD  0, (14) 
E&
&3
FC9CD < 0, 
Bc. Dalibor Kopp  Diplomová práce 
 
VUT v Brně, FSI 26  ÚMTMB 
 
kde S je tzv. faktor hustoty deformační energie (SEDF), který je popsán pro trhlinu ve 
tvaru 






 , (15) 
kde KI, KII a KIII jsou faktory intenzity napětí a konstanty a11, a21 a22 a a33 jsou definovány 
následovně: 
kde .  1 − /1 +  platí pro rovinnou napjatost a .  1 − 2 pro rovinnou 
deformaci, S = /T21 + U a  je Poissonovo číslo materiálu. Hledaný úhel θ0 zjistíme po 
dosazení rovnice (15) do vztahů (14). 
5.6. Kritérium stability trhliny 
Kritérium stability trhliny nám pomáhá určit, zda se trhlina bude, či nebude za daných 
okrajových geometrických podmínek iniciovat, případně zda dojde ke stabilnímu, nebo 
nestabilnímu šíření trhliny. V lomové mechanice můžeme porovnávat mnoho parametrů, které 
nám určí podmínky iniciace a šíření trhliny, jako např. hnací síla trhliny G, nebo faktor 
intenzity napětí Ki, kde i = I, II, III. Stabilitu trhliny určujeme porovnáním těchto hodnot 
s jejich kritickými hodnotami, např. kritickou hodnotou hnací síly trhliny GC resp. lomovou 
houževnatostí KCi pro i = I, II, III. Hodnoty GC a KiC jsou materiálové konstanty určené 
z experimentů prováděných na normovaných vzorcích. Můžeme tvrdit, že za předpokladu: 
1. , < , – hodnota FIN nedosáhne své kritické hodnoty a trhlina se šířit nebude. 
2. , = ,  – hodnota FIN je rovná své kritické hodnotě, trhlina se nešíří za  předpokladu, že 
do soustavy nedodáváme žádnou energii ve formě vnější síly. 
3. , > ,  – hodnota FIN přesáhla kritickou hodnotu a trhlina se šíří nestabilně, nezávisle 
na tom, zda je součást zatěžována vnějšími silami, či není. 
  
 		 = 116S T2. + 1 − cos 31 + cos 3U,																																				 (16) 
 	
  116S 2 sin 3 Tcos 3 − .U,																																																											 (17) 
 

 = 116S T2. + 11 − cos 3 + 1 + cos 33 cos 3 − 1U, (18) 
  = 14S.																																																																																																	 (19) 
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6. LELM obecných singulárních koncentrátorů napětí 
Typické druhy takovýchto singulárních polí jsou tvořeny ve vrcholech geometrických či 
materiálových nehomogenit, jakými jsou např. ostré vruby, vrstevnaté kompozity, bi-
materiálové vruby, trhliny s vrcholem na rozhraní dvou různých materiálů. Takovýmto 
singulárním koncentrátorům se říká obecné singulární koncentrátory napětí (OSKN). LELM 
obecných singulárních koncentrátorů napětí využívá matematického aparátu 
jednoparametrové lomové mechaniky. Jak bylo uvedeno v kapitole 3, napětí v okolí vrcholu 
trhliny je popsáno pro rovinný případ rovnicí (13). 
Jinak je tomu v případě obecného singulárního koncentrátoru napětí. Zde se hodnota 
exponentu singularity napětí pk nerovná 1/2 a zároveň pk je v intervalu (0; 1) viz. (Obr.5). 
 
Obr.5: Exponenty singularity napětí trhliny a vrubu 
Rozložení napětí ve vrcholu OSKN se liší od pole napětí trhliny v homogenním materiálu, 
rovnici (13) pro OSKN lze napsat následujícím vztahem: 




kde n je počet singulárních členů, (i,j) jsou indexy reprezentující polární souřadnice (r, θ) 
(Obr.6). Hk pro k=(1, 2, …, n)  je zobecněný faktor intenzity napětí závislý na okrajových 
podmínkách zahrnujících vnější zatížení, kombinaci materiálů a geometrii řešeného tělesa. 
Funkce Fijk a exponent singularity napětí pk vychází z limitního analytického řešení. Hodnota 
exponentu singularity napětí je závislá na geometrické konfiguraci a použitých materiálech, 
kde n je počet exponentů singularity napětí v intervalu (0; 1). V případě bi-materiálových 
vrubů je nejčastěji počet c = 1 nebo 2. Každý člen Hk v rovnici (20) může zahrnovat jak 
zatěžovací mód I, tak zatěžovací mód II. Je nutné podotknout, že se hodnota zobecněného 
faktoru intenzity napětí Hk jednotkově liší od faktoru intenzity napětí K. Hk je vyjádřen 
jednotkou  MPa	m#`, kde g_ h 1/2	a   MPam	/
. Z tohoto je patrné, že problémy OSKN 
nelze řešit klasickou LELM trhlin, avšak k řešení OSKN lze použít její matematické vyjádření 
[4][5]. 
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Obr.6: Bi-materiálový vrub s polárním souřadným systémem ve vrcholu 
 
6.1. Analýza rozdělení singulárního napětí 
Vzhledem k tomu, že se v této práci zabýváme problematikou bi-materiálového vrubu, 
budeme dále uvádět vztahy týkající se těchto typů OSKN. Ve většině případů bi-
materiálových vrubů existují dva reálné exponenty singularity napětí p1 a p2. Oba tyto členy 
zahrnují jak tahový mód I, tak smykový mód II a exponenty singularity napětí jsou různé od 
1/2. Jak je psáno např. v [5][9], pomocí kombinace analytického a numerického přístupu jsme 
schopni v okolí bi-materiálového vrubu určit pole napětí, jehož analytické řešení je založeno 
na reálné složce Airyho funkce napětí vycházejícího z bi-harmonické parciální diferenciální 
rovnice, kterou lze zapsat ve tvaru: 
 ∆∆Φ6 = 0, jk. E &
&0





 " 10 &Φ6&0 " 10
 &
Φ6&3
 F  0, (21) 
kde ∆ je Laplaceův operátor. Bi-materiálový vrub se skládá ze dvou materiálových složek 
s různými materiálovými vlastnostmi, těmto materiálům přiřazujeme indexy m=1, 2. Φm je 
napěťová funkce, též nazývaná Williamsovo vyjádření vlastní funkce[14][15], kterou můžeme 
psát ve tvaru nekonečné řady: 




kde Ak jsou neznámé koeficienty, λk jsou vlastní hodnoty, Fkm jsou vlastní funkce a (θ,r) 
jsou polární souřadnice. Jako limitní analytické řešení však bereme v potaz pouze singulární 
člen závislý na souřadnici r. Dosazením rovnice (22) do (21) získáme diferenciální rovnici 
čtvrtého řádu, s jejíž pomocí jsme schopni spočítat vlastní funkci Fm ve tvaru: 
 a6 " 21 " n
a6oo " 1 R n

a6  0. (23) 
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Výstupem rovnice (23) jsou dva komplexní členy. Výsledné řešení vlastní funkce Fm 
vyjádříme jako sumu dvou sudých kosinových a dvou lichých sinových funkcí: 
a63, n  6 sinn + 13 + p6 cosn + 13 − q6 sinn − 13 − K6 cosn − 13, (24) 
kde am, bm, cm a dm jsou známé koeficienty. Dosazením (24) do (22) a použitím 






 ,  




 , (25) 
 6::  10




a následným dosazením rovnice (22) do (25) budou polární komponenty napětí po úpravě 
vypadat následovně: 
 6::  50lH	a6oo + n + 1a6,  
 6CC  50lH	nn + 1a6	, (26) 
 6:C  50lH	−na6o .  
Vlastní hodnoty λ určujeme v intervalu 0 < λ < 1, proto se pole napětí chová v závislosti na 
poloměru r singulárně. Dosazením (26) do Hookeova zákona získáme vztahy pro posuvy 
 r6:  5 0l2S6 s−n + 1a6 + 1 − ̅6n Ta6oo + n + 1
a6Uu,  
 r6:  5 0l2S6 s−a6 + 1 − ̅6nn − 1 Ta6ooo + n + 1
a6o Uu,	 (27) 
kde Poisonovo číslo ̅6 je pro rovinnou deformaci ̅6  6 a rovinnou napjatost ̅6 6/1 + 6. Je potřeba určit devět neznámých parametrů am, bm, cm, dm pro materiál m=1,2 
a vlastní číslo λ. Tyto hodnoty určíme pomocí okrajových podmínek odpovídajících řešenému 
problému. Za předpokladu, že povrch vrubu je volný, si můžeme dovolit předepsat následující 
okrajové podmínky napětí:  




  0. (28) 
Kde v	 a v
 jsou úhly, definující rozevření vrubu, viz Obr.10. Dále za předpokladu 
dokonalé adheze mezi materiálem 1 a 2 si můžeme dovolit předepsat okrajové podmínky 
posuvů: 
 r	:0, 3  3  r
:0, 3  3,  
 r	C0, 3  3  r
C0, 3  3. (29) 
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Protože posuvy na rozhraní jsou stejné, platí, že napětí se přes rozhraní spojitě pře-nášejí. 
Proto píšeme: 
 	CC0, 3  3  
CC0, 3  3,  
 	:C0, 3  3  
:C0, 3  3. (30) 
Pomocí těchto osmi okrajových podmínek utvoříme algebraický systém o devíti 
neznámých w%n*  0, kde λ je hledaná vlastní hodnota a matice w%n obsahuje 
neznámé hodnoty 6, p6, q6 a dm pro materiál x  1,2. Abychom dosáhli netriviálního 
řešení, je nutné, aby byl splněn determinant 
 Kyjzn = 0, (31) 
ze kterého určíme vlastní hodnoty λ. Teoreticky lze získat nekonečný počet vlastních 
hodnot, avšak pouze vlastní hodnoty v intervalu 0 < λ <1 odpovídají singulární koncentraci 
napětí. Tímto způsobem lze určit pouze sedm z osmi neznámých parametrů, osmý parametr je 
většinou volen 1. Za předpokladu, že jako osmý parametr zvolíme např. parametr K
, je řešení 
určeno až na parametr A, který nelze vyřešit analytickým přístupem, ale je nutno určit 
numericky z celého modelu vrubu a za předpokladu daných okrajových podmínek [5]. Vlastní 
hodnoty λ jsou závislé pouze na elastických vlastnostech a na úhlech otevření vrubu, nikoli na 
rozměrech a vnějším zatížení. V případě bi-materiálového vrubu, který má rozevření menší 
než 180°, získáváme dvě vlastní hodnoty λ, v případě volného vrubu získáme pouze jednu 
vlastní hodnotu λ. Pole napětí má singulární charakter pouze tehdy, když se hodnoty λ  
pohybují v rozsahu 0 < λ < 1. 
6.2. Složky napětí 
Hodnoty exponentů singularity napětí jsou určovány pomocí rovnice (31). Pro bi-
materiálové vruby existují většinou dvě singularity napětí, g	  1 − n	 a g
  1 − n
. Tyto 
hodnoty se pohybují v intervalu (0, 1) podle geometrie a použité materiálové konfigurace. Jak 
bylo psáno na začátku kapitoly 4.1, oproti případu trhliny v homogenním materiálu se 
exponenty singularity napětí liší od 1/2 a dále každý člen obsahuje jak normálový, tak 
smykový mód zatížení. Za těchto předpokladů můžeme komponenty napětí psát následovně: 













kde ^_ je zobecněný faktor intenzity napětí (ZFIN) korespondující k singularitě . 1,2, . . . c a je nutné určit jeho hodnotu z numerického řešení, r a 3 jsou polární souřadnice, 
viz. (Obr.6) [5].  
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Funkce a,_6 mají následující tvar: a::_6 = 2 − g_{−6_ sin|2 − g_3} − p6_ cos|2 − g_3}
+ 3q6_ sin−g_3 + 3K6_ cos−g_3~, 
 
aCC_6 = g_
 − 3g_ + 2{−6_ sin|2 − g_3} + p6_ cos|2 − g_3}
+ q6_ sin−g_3 + K6_ cos−g_3~, (33) 
a:C_6 = 2 − g_{−6_ cos|2 − g_3} − p6_ sin|2 − g_3}
+ q6_ cos−g_3 + K6_ sin−g_3~. 
 
 
6.3. Určení zobecněných faktorů intenzity napětí 
Abychom byli schopni popsat pole napětí u OSKN, je nutné určit hodnoty faktorů intenzity 
napětí ^_, kde . = 1,2, . . , c podle singularit, které v dané úloze uvažujeme. Existuje několik 
metod určení hodnot ^_.    
6.3.1. Metoda přímé extrapolace 
Tato metoda vychází ze znalosti hodnot tangenciálního napětí CC v závislosti na úhlu 3 a 
poloměru r. Pokud je pole napětí popsáno kombinací faktorů intenzity napětí 	^ a ^
, je 
nutné pouze vyřešit soustavu rovnic o dvou neznámých 	^ a ^
:  
0










Provedeme numerický výpočet a ze dvou zvolených směrů 3	 a 3
 odečteme hodnoty 
tangenciálních napětí CC v různých vzdálenostech r od vrcholu vrubu. Dosazením známých 
hodnot do soustavy rovnic vypočítáme námi hledané hodnoty zobecněných faktorů intenzity 
napětí Hk v závislosti na poloměru r [5][6]. Tyto hodnoty je pak nutné extrapolovat do 
vrcholu koncentrátoru napětí (r = 0), viz. (Obr.7). 
 
Obr.7: Určení ZFIN přímou extrapolací 























Bc. Dalibor Kopp  Diplomová práce 
 
VUT v Brně, FSI 32  ÚMTMB 
 
 
6.3.2. MTS dvoukroková metoda  
Dvoukroková metoda je další z přímých metod určování zobecněných faktorů intenzity 
napětí ^_. Podstata spočívá v řešení dvou rovnic, které získáme ve dvou krocích výpočtu[6]. 
Nejprve je nutné určit hodnotu poměru faktorů intenzity napětí Γ
	 = ^
/ 	^. Jak bude 
ukázáno později, úhel iniciace trhliny z bi-materiálového vrubu odpovídající směru maxima 
střední hodnoty tangenciálního napětí (viz kapitola 7.1) závisí jednoznačně na poměru hodnot ^
/ 	^ . Proto je možné tento poměr určit z numericky zjištěného úhlu 3 pomocí následující 
rovnice: 
 
KH#1 − g	 &aCC	6&3 + ^
^	 KH#1 − g
 &aCC
6&3 = 0C9CD , (35) 
 kde 
&aCC_6&3 C9CD  g_
 − 3g_ + 2T2 − g_|6_ cos|2 − g_3}− p6_ sin|2 − g_3} 	− g_q6_ cosg_3 + K6_ sing_3~. (36) 
Úhel 3 lze zjistit pomocí MTS kritéria nebo SED kritéria. Oba přístupy byly popsány 
v kapitole 5.5 pro trhlinu, resp. v kapitole 7 pro bi-materiálový vrub. Hodnota K je 
průměrovací vzdálenost od vrcholu.  
Dosazením numericky zjištěné hodnoty úhlu θ0 (předpokládaný směr iniciace trhliny) do 
(35) získáme hledanou hodnotu Γ
	. 
Druhým krokem je samotný výpočet ZFIN 	^ a ^
 z rovnice 
 CC6 = 	^√2
KH#








Rovnici (37) podělíme 	^ a dosadíme známou hodnotu CC6, korespondující k úhlu 3, 
zjištěnou z  výpočtu metodou konečných prvků (MKP). O střední hodnotě tangenciálního 

















Následným zpětným dosazením získáme hodnotu ^
 = Γ
	/ 	^. 
6.3.3. SED dvoukroková metoda 
SED dvoukroková metoda je jednou z dalších přímých metod pro určování ZFIN. Vyplývá 
z SED kritéria, kde SEDF je faktor hustoty deformační energie popsaný rovnicí (15) 
v kapitole 5.5.2. Pro případ bi-materiálového vrubu použijeme zobecněný SEDF Σ, který je 
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oproti trhlině závislý na poloměru 0. Pro určení ZFIN použijeme střední hodnotu 
zobecněného SEDF, jehož výsledný vztah vypadá následovně: 
 Σ6 = 	^
16S6	 E K	H












 }.6 + 1 + 4a:C	6









6.6 − 1, 	
6  a::	6a::
6 + aCC	6aCC
6.6 + 1 + 4a:C	6a:C
6+ aCC	6a::
6 + aCC
6a::	6.6 − 1. 











H#H#2 − g	 − g
 2Γ
	 &	
6&3 FCD = 0 (40) 
 splňující minimum SED. Dosazením směru iniciace trhliny 3 a jemu korespondující 
střední hustoty deformační energie Σ6, získaných z numerického řešení, do kvadratické 
rovnice (40), získáme dvě možná řešení Γ
	. Zde bereme právě to řešení, které splňuje 
kladnou druhu derivaci, a tím implikuje minimum funkce [6]. Poté z rovnice (39) vyjádříme 	^: 
 	^ =  1Σ68KS6 E K	H











Výsledek rovnice (40) dosadíme zpětně do poměru ZFIN a získáme ^
  Γ
	/ 	^.  
6.3.4. Metoda Ψ-integrálu 
Další možností jak určit hodnoty zobecněných faktorů intenzity napětí je určení pomocí  
Ψ-integrálu. Tento přístup využívá Bettiho recipročního teorému, jehož výhodou je jeho 
nezávislost na integrační cestě. Tato vlastnost je ideální pro výpočty multi-materiálových 
vrubů, případně vrubů složených z anizotropních komponent. Pro Ψ-integrál  můžeme psát: 
Ψ,   NT_$c_$ − _$c_r$UK, .,   1,2 . (42) 
Křivka Γ obklopuje vrchol vrubu a u, v jsou dvě přípustná pole posuvů. K aplikaci Ψ-
integrálu je nutné derivovat pole přetvoření u a v použitím Lekhnickii-Eshelby-Stroh (L.E.S.) 
formalismu, což nám dovolí vyjádřit posuvy a zbytkové síly T podél materiálového rozhraní 
teorií komplexních potenciálů. Více podrobností lze nalézt např. v [6]. 
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7. Kritéria směru iniciace trhliny a stability bi-materiálového vrubu 
V případě vícemateriálových OSKN je důležité určit směr, ve kterém se v průběhu 
zatěžování bude trhlina iniciovat. Znalost směru šíření trhliny má řadu praktických využití, 
jako například směr šíření trhliny u kompozitních materiálů, kde nás zajímá, zda-li se trhlina 
bude šířit do vlákna, matrice, či na rozhraní těchto dvou komponent. Stejně jak u kompozitu, 
tak i v homogenních materiálech lze vyhodnocovat směr iniciace trhliny na rozhraní dvou 
materiálů. Zde se však jedná o mikromateriálové vady, kde se pokoušíme určit, zda se trhlina 
šíří podél materiálového zrna, nebo skrze něj.  
Známe-li úhel iniciace trhliny, je nutné určit, zda se trhlina bude za daných podmínek 
iniciovat. K tomuto používáme kritéria stability.  
Zde jsou uvedena dvě kritéria směru iniciace a stability vrubu. Jedno je založeno na 
maximální hodnotě středního tangenciálního napětí, což je obdoba MTS kritéria zmíněného 
v kapitole 5.5.1, a druhé, energetické kritérium, je založené na minimu střední hodnoty 
faktoru hustoty deformační energie, obdoba SED kritéria zmíněného v kapitole 5.5.2. 
7.1. Napěťové kritérium stability bi-materiálového vrubu  
V předchozí části jsme popsali postup, jak lze určit směr iniciace trhliny 3 iniciující se 
z vrcholu bi-materiálového vrubu. Nyní pro tento směr definujeme kritérium popisující 
stabilitu vrubu. Pomocí kritéria stability vrubu stanovíme podmínky, při nichž se ve vrcholu 
vrubu bude (nebude) iniciovat trhlina. V technické praxi nastávají případy, kdy je součást 
zatěžovaná kombinovaným módem zatížení. Zde je potřeba vyhodnocovat, zda-li se součást 
poruší vlivem módu I způsobeným tahem, nebo zda je pro porušení součásti nebezpečnější 
smykové zatěžování módem II. Proto dále provedeme určení stability součásti s převažujícím 
prvním a následně druhým módem zatížení. 
7.1.1. Modifikované MTS kritérium směru iniciace trhliny 
Kritérium pro směr iniciace trhliny z bi-materiálového vrubu vychází z klasického MTS 
kritéria (Sih). Protože však v blízkosti OSKN je směr maxima tangenciálního napětí závislý 
na poloměru, na kterém je napětí vyhodnocováno, používáme k určení lomového chování 
střední hodnotu tangenciálního napětí. Její výhodou je zmírnění vlivu závislosti zjišťovaného 
směru na poloměru r. Střední hodnotu tangenciálního napětí CC získáme integrací 
tangenciálního napětí rovnice (32) přes poloměr r (Obr.8). Rovnice pak vypadá následovně: 




Průměrovací vzdálenost d by měla být volena podle mechanismu porušení, např. jako 
velikost plastické zóny, nebo podle velikosti materiálového zrna. 
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Obr.8: Střední hodnota tangenciálního napětí počítaná přes vzdálenost d 
Analogicky s případem trhliny v homogenním prostředí se předpokládá, že trhlina na 
vrcholu bi-materiálového vrubu je iniciovaná pod úhlem 3, ve kterém střední hodnota 
tangenciálního napětí CC3 dosáhne svého maxima [8]. Pro určení směru šíření trhliny 
musí pole napětí splňovat následující podmínky: 
 -&CC&3 1C9CD = 0, (44) E&
CC&3
 FC9CD G 0. 
První derivací rovnice (43) získáme vztah 
 -KH#√2 &aCC	6&3 + ^
	^ KH#√2 &aCC
6&3 1C9CD  0. (45) 
Do rovnice (45) dosadíme hodnotu poměru ZFIN  H2/H1 získanou z MKP výpočtu a po 
menších matematických úpravách rovnice (45) získáme hledanou hodnotu úhlu 3. Druhou 
derivací rovnice (43) ověříme splnění nerovnosti pro nalezení maxima střední hodnoty 
tangenciálního napětí.  Směr maxima odpovídá směru předpokládané iniciace trhliny v bi-
materiálovém OSKN. 
7.1.2. Kritérium stability pro zatěžovací mód I 
Měřítkem, zda-li dojde, či nedojde k iniciaci trhliny, bude porovnání ZFIN 	^ a jeho 
kritické hodnoty 	^. Ačkoli první singulární člen napětí v sobě zahrnuje oba módy 
(normálový i smykový), lze říci, že v prvním členu stojícím u faktoru 	^ převažuje mód I, 
podobně jako ve druhém singulárním členu stojícím u ^
 převažuje smykový mód II. Toto 
zjednodušení platí tím víc, čím víc se blížíme homogennímu případu (čím je poměr modulů 
pružnosti		/
 bližší hodnotě 1). O tom jak určit hodnotu 	^ bylo pojednáno v kapitole 6.3. 
Nyní však musíme určit jeho kritickou hodnotu. Pro určení 	^ použijeme porovnání 
středního tangenciálního napětí v bi-materiálovém vrubu CC a kritické střední hodnoty 
tangenciálního napětí CC u trhliny.  
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Pro určení kritické hodnoty středního tangenciálního napětí v případě trhliny použijeme 
následující vztah: 
 
CC = 2√2K, (46) 
kde  je lomová houževnatost, což je materiálová charakteristika určená na základě 
experimentu, a d je průměrovací vzdálenost.  
Z rovnice (35) jsme určili poměr ZFIN Γ
	. Se zvyšujícím se vnějším zatížením hodnoty 
ZFIN 	^ a ^




	^ . (47) 
Dosadíme-li tento vztah do rovnice (37) a budeme-li v něm uvažovat kritické hodnoty 
ZFIN, získáme vztah pro výpočet 	^, který vypadá následovně: 
 
	^  CCKH#1 − g	 aCC	6√2 + Γ





Dosazením rovnice (46) do tohoto vztahu získáme výsledný tvar pro určení 	^: 
Nyní definujeme kritérium, ze kterého určíme stabilitu šíření trhliny z bi-materiálového 
vrubu. Budeme porovnávat hodnoty ZFIN 	^ určené numericky jednou z metod 
představených v kapitole 6.3 a 	^, kterou jsme určili odvozením rovnice (49). Zda se trhlina 
bude, či nebude iniciovat, určíme z následující nerovnosti: 
 	^|A##$} ≤ 	^. (50) 
Splněním nerovnosti (50) nastane stabilní stav, kdy se trhlina nebude iniciovat. 
Překonáním kritické hodnoty ZFIN dojde k iniciaci trhliny ve směru θ0 zjištěného pomocí 
kritéria z rovnic (44). 
Protože ZFIN jsou úzce spojeny s vnějším zatížením, je možné kritérium stability určovat 




:,?  A##$ 	^	^A##$. (51) 
Pro hodnoty napětí lze aplikovat kritérium stability ekvivalentně k nerovnosti (50). 
Výsledný vztah pak bude vypadat následovně: 
 
A##$ ≤ :,?. (52) 
 
	^  2K	
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7.1.3. Kritérium stability pro zatěžovací mód II 
Zde uvedené kritérium má stejnou funkci jako kritérium stability pro zatěžovací mód I. 
Nastává zde otázka, zda v případě kombinovaného zatěžování nenastane porušení trhlinou 
způsobené právě vlivem módu II dříve než vlivem módu I. Pro tento případ opět použijeme 
porovnání dvou středních tangenciálních napětí. První bude opět kritické střední tangenciální 
napětí pro případ mezního namáhání trhliny módem II 	CC  a druhé bude střední tangenciální 
napětí v okolí bi-materiálového vrubu CC . V následující části bude provedeno podrobné 
odvození celého kritéria pro zatěžovací mód II. Nejprve je nutné upravit vztah popisující 
tangenciální napětí v okolí vrcholu trhliny. Při zatížení módem II pro trhlinu platí: 
 CC = √2 0H	
 ∙ −0,75 sin0,5 ∙ 3 − 0,75 sin1,5 ∙ 3, (53) 
kde 0 a 3 jsou polární souřadnice viz (Obr.6). Dále dosadíme velikost úhlu 3?:$,bA, který 
je jiný než v případě zatěžování módem I, kde 3  0°. Pro případ módu II odkážeme na Siha 
[11], který odvodil vztah popisující směry šíření trhliny pro různé materiály a jejich 
Poissonova čísla: 
 cos3  1 R 23 . (54) 
Úpravou tohoto vztahu získáme úhly 3?:$,bA měnící se v závislosti na Poissonově číslu . 
Výsledné úhly 3?:$,bApro různá  jsou zobrazena na (Obr. 9). 
 
Obr. 9: Úhly šíření trhliny 3?:$,bA při zatěžování módem II 
Dosazením těchto hodnot do rovnice (53) získáme výsledný vztah pro kritickou hodnotu 
tangenciálního napětí  
 
CC  √2 0
H	
 ∙ |R0,75 sin|0,5 ∙ 3?:$,bA} R 0,75 sin|1,5 ∙ 3?:$,bA}}. (55) 
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Kde  je lomová houževnatost pro mód II. Abychom tuto hodnotu mohli porovnávat 
se střední hodnotou tangenciálního napětí bi-materiálového vrubu, je nutné rovnici (55) 
integrovat na průměrovací vzdálenosti d dle následujícího vztahu: 
 CC = 1KNCC |0, 3?:$,bA}K0. (56) 
Podělíme-li dále rovnici (37) ZFIN ^
 a budeme-li uvažovat kritickou hodnotu středního 
tangenciálního napětí CC , získáme rovnici pro výpočet ^
, který vypadá následovně: 
 
^
  CCKH#1 − g	 aCC	6√2 + 1Γ
	 KH#1 − 
 aCC
6√2 . (57) 
Dosadíme-li pak do rovnice (57) vztah (56), získáme finální rovnici pro výpočet ^
 
závislý na lomové houževnatosti  
 
^
   ∙ |−0,75 sin|0,5 ∙ 3?:$,bA} − 0,75 sin|1,5 ∙ 3?:$,bA}}
K	
H#










Nyní aplikujeme kritérium stability, jehož přístup je ekvivalentní k přístupům v kapitole 
7.1.2. Porovnáme tedy hodnotu ZFIN ^
 zjištěnou též jednou z metod popsaných v kapitole 
6.3  s kritickou hodnotou ZFIN ^





Z nerovnice (59) vyplývá, že k šíření trhliny vlivem módu II nedojde, pokud hodnota 
^
A##$ nedosáhne kritické hodnoty ZFIN ^
. 
Opět zde můžeme spočítat kritickou velikost namáhání součásti, při jejímž překročení 
dojde k iniciaci a následnému šíření trhliny z daného obecného singulárního koncentrátoru 
napětí 
 
:,? = A##$ ^
^
A##$. (60) 
Kritérium stability porovnáním kritické hodnoty aplikovatelné na součást a skutečné 
hodnoty, kterou součást namáháme, je popsáno následovně: 
 
A##$ ≤ :,?. (61) 
7.2. SEDF kritérium  
Dalším možným způsobem, jak lze určit lomové chování a směr šíření trhliny z vrcholu bi-
materiálového vrubu, je použití faktoru hustoty deformační energie SEDF. Pro trhlinu je 
SEDF definován pomocí rovnice (15), pro případ bi-materiálového vrubu je nutné tuto rovnici 
zobecnit na   
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 Σ0, 3  0 KLKM  0N 	KOP , (62) 
kde Σ0, 3 je zobecněný faktor hustoty deformační energie (GSEDF), 0 a 3 jsou polární 
souřadnice a dW/dV je odpovídající hustota deformační energie. Složky napětí jsou dány 
podle vztahů (32). Pro případ rovinné napjatosti nebo rovinné deformace platí pro GSEDF: 
 Σ6 = 0 26CC6::.6 − 1 + |6CC
 + 6::
 }.6 + 1 + 46:C
8S6 , (63) 
 kde .6  1 − 6/1 + 6 platí pro rovinnou napjatost a .6  1 − 26 pro 
rovinnou deformaci, S6 = 6/T21 + 6U a 6 je Poissonovo číslo materiálu 1 a 2. 
Dosazením (32) do (63) získáme vyjádření pro rozložení GSEDF pro bi-materiálový vrub 












 }.6 + 1 + 4a:C	6









6.6 − 1, 	
6  a::	6a::
6 + aCC	6aCC
6.6 + 1 + 4a:C	6a:C
6+ aCC	6a::
6 + aCC
6a::	6.6 − 1. 
Pro případ trhliny v homogenním médiu není Sihův faktor hustoty deformační energie 
závislý na polární souřadnici r, kdežto v případě homogenního, bi-materiálového vrubu nebo 
v případě trhliny šířící se z vrcholu bi-materiálového rozhraní závislý je. Proto je nutné určit 
střední hodnotu GSEDF, abychom potlačili tuto závislost, která může v blízkosti vrcholu 
vrubu nastat [5].  
Střední hodnota zobecněného faktoru hustoty deformační energie je vyjádřena následovně: 
 Σ6 = 1KN Σ6	K0 . (65) 
Integrací vztahu (64) podle (65) dostaneme střední hodnotu GSEDF 
 
 Σ6 = 	^
16S6	 E K	H










Je důležité si uvědomit, že pro případ trhliny není SEDF závislý na polární souřadnici r, 
proto střední hodnotu SEDF můžeme vyjádřit takto: 
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7.2.1. SEDF kritérium směru iniciace trhliny 
Stejným způsobem jako v případě napěťového kritéria lze definovat kritérium směru šíření 
trhliny pomocí SEDF kritéria. Jak je pro přírodu typické, hledá si cestu nejmenšího odporu. 
Na stejném principu je založeno SEDF kritérium směru šíření trhliny. Trhlina se bude 
iniciovat směrem 3, který je identický se směrem lokálního minima faktoru hustoty 
deformační energie popsaného v kapitole 5.5.2. Pro případ bi-materiálových vrubů je nutné 
zavést místo SED faktoru pro trhlinu střední hodnotu SEDF Σ6. Pro tuto hodnotu definujeme 
kritérium, ve kterém hledáme minimum hustoty SEDF pro materiál 1 a 2: 
 




 > 0,  
 kde první vztah společně s druhým představují nutnou a postačující podmínku směru 
šíření trhliny. První derivací střední hodnoty zobecněné hustoty deformační energie získáme 




#2 − 2g	 &	6&3 + K
H




H#H#2 − g	 − g
 2Γ
	 &	
6&3 = 0. (69) 
Z rovnice (69) vyplývá, že směr 3 není závislý na absolutní hodnotě ZFIN, nýbrž pouze 
na jejich poměru Γ21. Hodnota poměru Γ21 plyne z numerického řešení, viz kapitola 6.3.  
7.2.2. SEDF kritérium stability pro mód I 
Nyní je potřeba určit kritérium, které nás informuje, zda se trhlina bude, či nebude 
iniciovat z vrcholu bi-materiálového vrubu. Jedním z možných přístupů je také přístup 
pomocí minima zobecněného faktoru hustoty deformační energie GSEDF, kterým lze vyjádřit 
kritickou hodnotu ZFIN 	^ a následně jí porovnat s ZFIN 	^. Nejprve je nutné provést 
odvození vzorce pro výpočet kritické hodnoty ZFIN. Princip spočívá v porovnání středních 
faktorů hustoty deformační energie pro trhlinu a pro vrub při kritické podmínce. SEDF pro 
trhlinu zatíženou módem I je vyjádřen při kritické podmínce šíření trhliny pomocí vzorce 






 		  116S6 T2.6 + 1 − cos 31 + cos 3U. (71) 
Pro vrub počítáme se středním SEDF, který je popsaný rovnicí (66). Protože pro trhlinu 
platí vztah (67), kde SEDF je nezávislý na polární souřadnici r, neprůměrujeme SEDF pro 
trhlinu přes průměrovací vzdálenost d. Navíc v případě šíření trhliny módem I předpokládáme 
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úhel 3 = 3 = 0°. Poté lze faktory hustoty deformační energie pro trhlinu a pro vrub pro 
kritické hodnoty porovnávat podle vztahu 
 Σ6 = 6 . (72) 
Dosazením do vzorce (72) získáme výsledný tvar pro výpočet kritické hodnoty ZFIN 
 
	^  2	 .6K	H









kde  představuje lomovou houževnatost, Γ
	 poměr ZFIN. Kritérium stability je poté 
popsáno stejným způsobem jako v případě modifikovaného MTS kritéria pro mód I pomocí 
rovnice (59). 
7.2.3. SED kritérium stability pro mód II 
SEDF kritérium stability je možné určit i pro případ převažujícího módu II. Opět zde 
využijeme analogie chování vrubu a trhliny a porovnání středních hodnot faktorů hustoty 
deformační energie. Cílem je vypočítat kritickou hodnotu ZFIN ^
 určenou pro lomovou 
houževnatost v módu II . Faktor hustoty deformační energie SEDF je pro trhlinu pro mód 
II popsán vztahem: 










  116S T2. + 11 − cos 3 + 1 + cos 33 cos 3 − 1U. (75) 
Dosazením vztahu (75) do (74) a uvažováním předpokládaného směru šíření trhliny při 
módu II pod úhlem 3?:$,bA dostaneme rovnici SEDF pro trhlinu: 
 6  
16S {2. + 1|1 − cos 3?:$,bA}+ |1 + cos 3?:$,bA}|3 cos 3?:$,bA − 1}~.	 (76) 
Rovnici střední hodnoty GSEDF pro případ bi-materiálového vrubu vyjádříme pro 
předpokládaný převládající mód II ve tvaru: 







#2 − 2g	 1Γ
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Rovnice (76) a (77) dosadíme do (72), a menšími matematickými úpravami získáme 








#2 − 2g	 1Γ
	




Podobně jako v kapitole 7.1 bude kritérium stability vyjádřeno ve tvaru nerovnice (59) a 
při výpočtu kritické síly použijeme rovnici (60). 
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8. Analyticko-numerické posouzení tělesa s bi-materiálovými vruby 
Cílem numerického výpočtu bylo určit chování bi-materiálového vrubu za působení 
kombinovaného módu zatížení a posoudit vliv módu II na porušení součásti s vruby. Jako 
vzorek nám sloužilo bi-materiálové těleso složené z materiálů hliník a epoxidová pryskyřice 
(Obr.10). Součást byla zatěžovaná dle obrázku silou ve směru úhlu  = −90°,90° , aby 
bylo možné monitorovat vliv módu II. 
 
Obr.10: Studovaný bi-materiálový vzorek 
Charakteristiky použitých materiálů jsou uvedeny v Tab.1 a vlastnosti singulárních 
koncentrátorů napětí v Tab.2. 
 Hliník Epoxidová pryskyřice 
E [GPa] 71,1 2,4 
ν [-] 0,33 0,34 
KIC [MPa m1/2] - 4 
KIIC [MPa m1/2] - 3.2 
Tab.1: Vlastnosti použitých materiálů 
 Vrub A Vrub B v	 [°] 140 90 v
 [°] 140 90 
p1 0,4286 0,2785 
p2 0,2237 - 
Tab.2: Vlastnosti singulárních koncentrátorů napětí 
V této kapitole bude popsána aplikace teoretických poznatků odvozených v předchozích 
kapitolách. Nejprve bude popsán postup přípravy konečno prvkové simulace a vyhodnocení 
výsledků získaných z numerického výpočtu. Dalším krokem je analytické zpracování 
výsledků vyplývajících z numerické simulace a vyhodnocení stability studovaného tělesa 
z pohledu lomové mechaniky. Jako poslední bude následovat shrnutí dosažených poznatků. 
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8.1.  Numerická simulace studovaného tělesa  
Pomocí CAE software ANSYS 12.0 byla vytvořená simulace bi-materiálového tělesa 
(Obr.11), za účelem zjištění jeho chování při kombinovaném módu zatížení. Žlutá oblast 
představuje materiál 1 (hliník) a červená oblast materiál 2 (epoxidová pryskyřice). Mezi 
těmito materiály byla uvažovaná dokonalá adheze.  
 
Obr.11: Bi-materiálový vrub vytvořený pomocí CAE ANSYS 12.0 
Z důvodu přesnosti výsledných dat bylo nutné, aby oblast singulárních koncentrátorů 
napětí byla co nejlépe vystižena pomocí MKP sítě, proto byly vytvořeny v okolí obou OSKN 
čtyři kružnice definující oblasti, ve kterých bude vytvořena MKP síť vhodná pro výpočet 
lomově mechanického chování tělesa. Jejich průměry jsou zaneseny v Tab.3. 
d1 [mm] 20 
d2 [mm] 0,4 
d3 [mm] 0,2 
d4 [mm] 0,06 
Tab.3: Rozměry dělících kružnic 
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Obr.12: Rozdělení oblastí v okolí bi-materiálového vrubu A 
 
          
Ob.13: Rozdělení oblastí v okolí bi-materiálového singulárního koncentrátoru na povrchu 
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Při tvorbě konečno prvkové sítě byly použity rovinné kvadratické elementy PLANE 82 
(Obr.14). V okolí OSKN byla síť vytvořena pomocí příkazu KSCON, který elementy 
upravuje pro tvorbu sítě vhodné k výpočtům lomové mechaniky (Obr.15). Pro trhlinu 
program ANSYS vloží uzly P a N do ¼ délky hrany OJ zobrazené na (Obr.14). Tím pro 
případ trhliny v homogenním materiálu modeluje singularitu p=1/2. Pro simulaci chování 
vrubu A a B jsme nesimulovali singularitu odpovídající p=1/2, a proto byly uzly P a N 
vloženy do ½ délky hrany OJ, resp. IO. KSCON není možné použít v případě výpočtů 3D 
modelů. 
 
Obr.14: Kvadratické elementy PLANE 82 
Dále program ANSYS nabízí možnost výpočtu K-faktorů pomocí příkazu KCALC, avšak 
tato funkce není vhodná při výpočtech zobecněné lomové mechaniky. U zobecněné  LELM se 
počítá se zobecněnými faktory intenzity napětí, které program ANSYS neumí počítat, a je 
nutné ve fázi postprocesingu tyto parametry počítat semianalyticky pomocí matematického 
software. 
Mezi líci bi-materiálového V-vrubu byl nastaven kontakt, který zabraňuje překlenutí 
elementů, protože při některých hodnotách směru zatížení  dochází ke kontaktu čel V-vrubu. 
Byly použity kontaktní elementy TARGE 172 a CONTA 169 a na součást předepsány dle 
(Obr.15a). 
 
a)                                                      b) 
Obr.15: MKP síť v okolí singulárních koncentrátorů napětí 
Uzly na horní linii byly spojeny příkazem coupling (CP), kde těmto uzlům byl předepsán 
stejný posuv ve směru uy. Tato funkce zamezí, aby se součást v horní části deformovala, což 
je v této simulaci nežádoucí. Dále byla uzlům na horní linii přiřazena okrajová podmínka síly 
TARGE 169 
CONTA 172 
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rozdělená do složek Fx a Fy, kde pomocí funkcí sinus a kosinus bylo zajištěno zatížení 
konstantní silou v libovolném směru β, viz. (Obr.16). 
Na spodní linii vzorku byly předepsány okrajové podmínky posunutí, kde posuvy ve směru 





Obr.16: Coupling a zatěžující síly 
 
Obr.17: Okrajové podmínky posuvu 
 
a% = aA##$ ∙ sin 
a)  aA##$ ∙ cos 
Coupling 
body 
r%  0 
r)  0 
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8.1.1. Bi-materiálový V-vrub (vrub A) 
V této části bude provedeno vyhodnocení výsledků získaných z MKP výpočtů pro oblast 
bi-materiálového vrubu. Z MKP výpočtů se pomocí modifikovaného MTS kritéria dá 
jednoduše zjistit, v jakém směru dojde k iniciaci trhliny z vrcholu bi-materiálového V-vrubu. 
Nejprve je nutné zjistit střední hodnoty tangenciálního napětí. K tomuto použijeme funkci 
path operations nabízenou programem ANSYS. Jedná se o určení cesty mezi dvěma body, na 
které monitorujeme libovolné veličiny (např. posuvy, napětí apod.). V našem případě bylo 
zvoleno napětí )), které v polárních souřadnicích představuje napětí CC. V MKP simulaci 
aplikujeme vztah (43), kde parametr d představuje délku cesty, po které hodnotu CC 
integrujeme. Výsledné směry vyobrazené na (Obr.18) vycházejí z modifikovaného MTS 
kritéria. Zde je patrné, že pro úhly  ∈ −90;	−30 , se směr iniciace trhliny postupně mění z 3 = −90° = 5° (iniciace do hliníku) a až do směru 3 = −30° = −1° (iniciace do 
epoxydové pryskyřice). Číselné výsledky jsou zaznamenány v Tab.4. 
  
Obr.18: Směr iniciace trhliny v závislosti na směru zatížení  
 [°] -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 3 [°] 5 3 2 1,5 1 0 -1 -2 -3,8 -14,5 -19 -28 -50 -73 
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Obr.19: Výsledky modifikovaného MTS kriteria pro  ∈ −90, −40 
 V rozsahu  ∈ −30; 	40 postupně trhlina mění směr do epoxidové pryskyřice až po 
hodnotu 3 = −72° (Obr.20).  
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Obrázek 21: Napětí podle von Misese při zatížení pod úhlem β=40° 
Při zatěžování  ∈ 40; 	90 nastávají tlaková napětí (Obr.22). a vrub se zavírá, tzn. trhlina 
se v tomto případě nebude iniciovat (Obr.23).   
 
Obr.22: Výsledky modifikovaného MTS kriteria pro β∈(50,90) 
Pomocí úhlů 3 a odpovídajících hodnot CC v těchto směrech budeme následně analyticky 
zpracovávat další hodnoty potřebné k určení kritických sil zatěžování a zjištění, jaký má vliv 





























3  R72° 
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Obr.23: Napětí podle von Misese při zatížení pod úhlem  = 90° 
8.1.2. Rozhraní dvou materiálů na volném povrchu 
Protože jsme v případě bi-materiálového vrubu zjistili, že při zatěžování vzorku pod úhlem 
β∈(50; 90) vznikla tlaková napětí, nastala zde otázka: „Jak se bude chovat singulární 
koncentrátor napětí na rozhraní dvou materiálů?“ (Obr.15b), respektive (Obr.25). Proto byla 
provedena simulace druhé strany vzorku. Zde bylo zjištěno, že maximální hodnota středního 
tangenciálního napětí nastává pod úhlem 3 = −10° do hliníku (Obr.24).  
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Obr.25: Výsledek MKP simulace OSKN na rozhraní dvou materiálů 
Protože je však lomová houževnatost hliníku o řád vyšší než epoxid materiálu, dá se 
předpokládat, že trhlina se bude iniciovat a následně šířit ve směru θ0 = 0, a to v závislosti na 
lomových houževnatostech rozhraní a epoxidu buď delaminací po rozhraní, nebo v epoxidu 
rovnoběžně s rozhraním materiálů. 
8.2. Posouzení stability studovaného tělesa 
V této části provedeme analytické vyhodnocení výsledků získaných v kapitole 8.1. Na 
základě těchto dat jsme schopni aplikovat matematický aparát pro vyhodnocování stability 
tělesa popsaný v kapitole 6, zejména výpočet exponentů singularity napětí uvedený v kapitole 
6.3, následně výpočet kritických hodnot ZFIN pro mód I a II a kritické síly, při jejichž 
překročení dojde k porušení součásti. Teoretické přiblížení výpočtu kritických hodnot ZFIN a 
sil je popsáno v kapitole 7.1 pro modifikované MTS kritérium nebo kapitole 7.2 pro výpočet 
pomocí kritéria minimální hustoty deformační energie. Pro posouzení stability studovaného 
tělesa bylo v této práci použito modifikované MTS kritérium. 
8.2.1. Určení exponentů singularity napětí 
Exponenty singularity nám popisují pole napětí analyzovaného tělesa. Matematický postup 
určení exponentů singularity napětí byl popsán v kapitole 6.1. Na jejím základě byl vytvořen 
program pro výpočet vlastností bi-materiálových těles, kterým nelze určit přímo exponenty 
singularity napětí, nýbrž vlastní hodnoty pro zobecněný singulární koncentrátor napětí 
z rovnice (31). Z těchto vlastních hodnot se dají následně jednoduše určit exponenty 
singularity napětí. Dále lze určit další parametry, jakými jsou např. Dundursovy parametry  
a , či moduly pružnosti ve smyku S	 a S
.  
3 = −10° 
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Obr.26: Studium singularity napětí v okolí bi-materiálového V-vrubu 
Pro výpočet exponentů singularity napětí bi-materiálového vrubu byl použit program 
vytvořený v rámci bakalářské práce Hájka [2], do něhož byly zadány materiálové vlastnosti 
podle (Tab.1), dále zadaná geometrie, tzn. tvar vrubu, který byl definován úhly v	 = v
 =140°. Výsledné nastavení programu pro výpočet a vyřešení je zobrazeno na (Obr.26). 
Parametry grafu byly zvoleny v rozsahu (0,1), ve kterém určujeme vlastní hodnoty OSKN. 
Výsledky je možné uložit jako datový soubor, nebo ve formátu HTML v případě jejich 
publikování na internetu. Obdobně byl proveden výpočet pro volný vrub B (Obr.27). 
 
Obr.27: Studium singularity napětí na rozhraní dvou materiálů 
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Výsledky, kterých bylo tímto výpočtem dosaženo, jsou shrnuty v Tab.5. Materiálové 
vlastnosti byly v obou případech stejné, protože se jedná o jedno těleso. Je zde patrné, že 
v případě singularity na volném povrchu existuje pouze jedna vlastní hodnota. 
 Vrub A Vrub B 
E1  [GPa] 71,1 
E2  [GPa] 2,4 	  [-] 0,33 
  [-] 0,34 S	  [GPa] 26,7 S
  [GPa] 0,89 v	  [°] 140 90 v
  [°] 140 90     [-] 0,934215 0,934215     [-] 0,226104 0,226104 n	   [-] 0,572022 0,721517 n
   [-] 0,776332 - 
Tab.5: Výsledky studie singularity napětí 
 
8.2.2. Výpočet poměrů ZFIN 
Při výpočtu poměru ZFIN jsme aplikovali vzorec (45) z kapitoly 7.1, do kterého jsme 
dosadili vztah (47). Poté jsme matematickou úpravou vyjádřili poměr ZFIN. Výsledný vztah, 
který byl použit pro výpočet poměru ZFIN Γ
	, vypadá následovně: 
 Γ
	 = −&aCC	6&3 KH#&aCC
6&3 KH# . (79) 
Do vztahu (79) jsme dosadili úhly iniciace trhliny 3 získané z MKP simulace popsané 
v kapitole 8.1. a exponenty singularity napětí získané z výpočtu v kapitole 8.2.1. Výsledkem 
bylo zjištění závislosti poměrů ZFIN Γ
	 na směru zatěžování bi-materiálového tělesa 
řešeného v rámci této práce. Výsledky jsou uvedené pro bi-materiálový V-vrub, protože 
v případě singulárního koncentrátoru napětí způsobeného rozhraním dvou materiálů na 
volném povrchu (vrub B) je ^
 :¡¢	£ = 0, proto poměr ZFIN Γ
	 je taktéž roven nule. 
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Obr.28: Poměry ZFIN v závislosti na směru zatěžování 
Z Obr.28 je patrné, že od úhlu  ∈ 20; 	40° postupně převládá vliv druhého singulárního 
členu, a tím i módu II. 
 
[°] 
3  T°U Γ
	  T−U 
-90 5 -1,06 
-80 3 -0,99 
-70 2 -0,96 
-60 1,5 -0,97 
-50 1 -0,93 
-40 0 0,90 
-30 -1 -0,86 
-20 -2 -0,81 
-10 -3,8 -0,73 
0 -14,5 -0,13 
10 -19 0,23 
20 -28 1,53 
30 -50 7,46 
40 -73 100 
Tab.6: Poměry ZFIN v závislosti na směru zatěžování 
V Tab.6 jsou uvedeny hodnoty poměru Γ
	  pro měnící se úhel vnějšího zatížení . Pro 
směr zatížení  = 40° je poměr Γ
	 = 100 zvolen, a představuje podmínky značného 
převládání módu II. Tato hodnota byla zvolena z analýzy lokace maxima tangenciálního 
napětí pro různé Γ
	 . Během změny směru zatížení úhlu  poměr Γ
	 rostl, přičemž 
každému poměru Γ
	 odpovídá konkrétní úhel 3	maxima tangenciálního napětí. Při analýze 
byl brán poměr Γ
	 v intervalu 10 až 1000 a pro jakkoli velikou hodnotu tohoto poměru jsme 
zjistili, že 3 se blíží hodnotě 3 = −42°, což odpovídá teorii MTS kritéria. Pro poměr 
Γ
	 = 100 získáme úhel 3 = −42°, přičemž pro vyšší hodnoty se úhel 3 prakticky 
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v MKP řešení jsou zahrnuty všechny členy Williamsova rozvoje napětí, zatímco v této práci 
jsou uvažovány pouze singulární členy rozvoje.  
Toto je první část takzvané dvoukrokové metody popsané v kapitole 6.3.2. 
8.2.3. Výpočet ZFIN 
Při výpočtu ZFIN 	^ a ^
 dosadíme hodnoty CC zjištěné z MKP simulace, 3 a Γ
	 
uvedené v Tab.6 do rovnice (38). Z tohoto výpočtu získáme hodnoty ZFIN 	^. Dále 
aplikujeme vztah Γ
	 = ^
/ 	^, ze kterého spočítáme ZFIN ^
. Toto je druhá část postupu 
výpočtu ZFIN popsané tzv. dvoukrokovou metodou popsanou v kapitole 6.3.2. Výsledky 





U CC T¤U 
-90 46,2 -48,8 1079,7 
-80 49,7 -49,5 1177,9 
-70 51,9 -50,2 1240,5 
-60 52,8 -50,3 1265,4 
-50 52,0 -48,8 1251,8 
-40 49,6 -44,9 1200,3 
-30 45,4 -39,2 1112,2 
-20 40,0 -32,7 990,3 
-10 33,1 -24,4 838,4 
0 22,4 -2,9 670,3 
10 14,9 3,4 492,7 
20 6,7 10,3 306,6 
30 1,4 10,7 148,3 
40 0,05 5,3 44,6 
Tab.7: ZFIN a ¥¦¦ pro vrub A 
Velikosti hodnot ZFIN jsou závislé na hodnotě CC zjištěné z MKP simulace.  Stejným 
způsobem jako v případě vrubu A do rovnice (38) dosadíme Γ
	, 3 a hodnotu CC 
odpovídající danému směru zatížení . Pro případ vrubu B však hodnota Γ
	 = 0, z čehož 
plyne, že hodnota ^




U CC T¤U 
0 7,6 0 81,8 
10 16,9 0 175,1 
20 25,3 0 263,0 
30 33,0 0 343,0 
40 39,7 0 412,5 
50 45,2 0 469,5 
60 49,3 0 512,2 
70 51,9 0 539,3 
80 53,0 0 550,0 
90 52,4 0 544,1 
Tab.8: ZFIN pro vrub B 
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Výsledné hodnoty jsou uvedeny v Tab.8, kde je možné zhlédnout závislost změny 	^ na 
směru zatěžování . Stejně jako v případě vrubu A i u vrubu B hodnota ZFIN roste s rostoucí 
hodnotou CC, což vyplývá z rovnice (38).  
8.2.4. Výpočet kritických hodnot ZFIN pro zatěžovací mód I 
Abychom byli schopni posuzovat součást z hlediska stability bi-materiálového vrubu, je 
nutné určit kritické hodnoty ZFIN 	^ , které porovnáváme se ZFIN, vypočítanými v předešlé 
části této kapitoly. Teoretický popis postupu určování 	^  je popsán v kapitole 7.1 pro případ 
použití modifikovaného MTS kritéria a pro SED kritérium. Zde bylo pro výpočet 	^  použito 
přístupu modifikovaného MTS kritéria popsaného v kapitole 7.1.1, kde do vzorce (49) 
dosadíme vlastnosti OSKN uvedené v Tab.5 a hodnoty Γ
	 a 3, pro jednotlivé směry zatížení  uvedené v Tab.6. Pro určení 	^, je potřeba do vzorce  (49) dosadit hodnotu lomové 
houževnatosti . Pro vrub A a B byly spočítány hodnoty 	^, které jsme porovnali 
hodnotami 	^. Výsledky pro vrub A jsou uvedeny v Tab.9.  
[°] 
	^ T¤	xH#	U Γ
	  T−U 
-90 6,8 -1,06 
-80 6,7 -0,99 
-70 6,7 -0,96 
-60 6,6 -0,97 
-50 6,6 -0,93 
-40 6,6 0,90 
-30 6,5 -0,86 
-20 6,4 -0,81 
-10 6,3 -0,73 
0 5,3 -0,13 
10 4,8 0,23 
20 3,5 1,53 
30 1,6 7,46 
40 0,1 100 
Tab.9: Výsledné kritické hodnoty ZFIN pro vrub A 
Velký vliv na velikost 	^ má poměr Γ
	, kde je z Tab.9 zřejmé, že velikost 	^výrazně klesá se zvětšujícím se poměrem Γ
	. 
Pro případ vrubu B bylo postupováno stejným způsobem. Pouze hodnota Γ
	 = 0 a 3 = 0° v případě volného vrubu (Vrub B). Je to proto, že směr iniciace výpočtem 
modifikovaného MTS kritéria vyšel ve směru 3 = 10° do hliníku. Protože lomová 
houževnatost hliníku je řádově větší než lomová houževnatost epoxidové pryskyřice, dá se 
předpokládat, že k iniciaci trhliny dojde v pryskyřici, a to rovnoběžně s rozhraním těchto 
dvou materiálů. Proto byla hodnota 3 volena 3 = 0°. Z důvodu neměnících se hodnot Γ
	 a 3 se velikost 	^ nemění a výsledná hodnota je 	^ = 15,8¤	xH§. 
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8.2.5. Výpočet kritických hodnot ZFIN pro zatěžovací mód II  
Pro výpočet kritické hodnoty ZFIN pro zatěžovací mód II byl použit vztah (58), do kterého 
stejně jako v případě módu I dosadíme vlastnosti OSKN uvedených v Tab.5 a hodnoty Γ
	 a 3 pro jednotlivé směry zatížení, uvedené v Tab.6. Pro výpočet ^
  je potřeba dosadit 
hodnotu lomové houževnatosti pro mód II. Dále je potřeba dosadit směr iniciace 3?:$,bApro 
případ trhliny v homogenním materiálu do funkce 2,|3?:$,bA, g}  −1,4448. Výsledný 
vztah použitý pro výpočet ^
 pak vypadá následovně: 
^
   ∙ −1,4448K	






Z tohoto vztahu byla následně počítaná hodnota ^
 pro různé poměry Γ
	 





	  T−U 
-90 -8,3 -1,06 
-80 -7,7 -0,99 
-70 -7,5 -0,96 
-60 -7,3 -0,97 
-50 -7,2 -0,93 
-40 -6,9 0,90 
-30 -6,5 -0,86 
-20 -6,1 -0,81 
-10 -5,4 -0,73 
0 -0,8 -0,13 
10 1,3 0,23 
20 6,19 1,53 
30 13,4 7,46 
40 28,5 100 
Tab.10: Výsledné kritické hodnoty ^
 pro   3,2	¤	xH	/
 (vrub A) 
Z Tab.10 je patrné, že zatímco v případě módu I hodnota 	^ klesala s rostoucí 
hodnotou Γ
	, tak v případě módu II hodnota ^
 roste.  
Na Obr.29 jsou výsledky zaneseny ve formě kritických křivek rozdělujících oblast grafu na 
bezpečnou a nebezpečnou část. Červená křivka představuje hodnoty, vypočtené na základě 
lomové houževnatosti pro mód I, a černé křivky představují vypočtené hodnoty na základě 
různých velikostí lomových houževnatostí pro mód II. 
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Obr.29: Vliv módu II na porušení bi-materiálového vrubu (Vrub A) 
V závislosti na poměru konkrétních hodnot / daného materiálu může ležet křivka 
určená z hodnoty  nad nebo pod křivkou určenou z hodnoty .   
Při stanovování podmínek vzniku porušení předpokládáme, že pro Γ
	 → 0 převládá 
normálový mód I a pro Γ
	 → ∞ převládá smykový mód II. Při vyhodnocování konkrétní 
úlohy s danými okrajovými podmínkami vedoucími ke konkrétnímu poměru  Γ
	 je třeba 
porovnat vypočtené hodnoty ZFIN s kritickými hodnotami 	^ nebo ^
 vyjádřenými 
pomocí křivek v Obr.29 nebo Obr.30. Na Obr.30 jsou znázorněny křivky, určené z hodnot  
a  = 0,6, a to v rozsahu kladných poměrů Γ
	. V tomto zobrazení můžeme zakreslit 
pásmo odhadovaných kritických hodnot (zelené pásmo). Toto pásmo leží mezi kritickými 
křivkami určenými z lomových houževnatostí  a  a je pro Γ
	 → 0 v blízkosti křivky 
určené z  a pro Γ
	 → ∞ se blíží křivce určené z . Tím je splněn předpoklad uvedený 
na začátku odstavce. Toto pásmo pak představuje předpokládaný průběh kritických hodnot 
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Obr.30: Pásmo kritických hodnot ZFIN pro kombinovaný mód zatěžování 
Na Obr.30 je ukázán případ, kdy křivka určená z hodnot  leží pod křivkou určenou 
z hodnot .  Je vidět, že v tomto případě může být zanedbání výpočtu kritických křivek 
pomocí  nebezpečné. Podobně lze kritické pásmo zakreslit i v případě, kdy leží křivka 
určená z hodnot  nad křivkou určenou z hodnot .V tomto případě může být zanedbání 
výpočtu ^
 zbytečně konzervativní a vést tak vyšším hmotnostem navrhovaných těles. 
Poznamenejme, že pásmo kritických hodnot nelze určit na základě analytických vztahů, 
protože v případě bi-materiálového vrubu nelze od sebe oddělit módy I a II v jednotlivých 
singulárních členech. Proto se jedná o pásmo, nikoli křivku. Dále poznamenejme, že ani pro 
Γ
	 = 0, resp. Γ
	 → ∞ není šířka pásma nulová. To proto, že i v případech ^
  0, resp. 
	^  0 obsahuje zbylý singulární člen stojící u faktoru 	^, resp. ^
 kombinaci módů I a II. 
Pro vrub B výpočet  z kritické hodnoty pro mód II nebyl proveden, protože pro tento typ 
vrubu je hodnota ^
  0 (existuje pouze 1 singulární člen). 
8.2.6. Výpočet kritických hodnot zatěžovacích sil 
Jako poslední krok, který byl při výpočtu bi-materiálového vrubu prováděn, je výpočet 
kritických hodnot napětí, resp. sil, kterými součást zatěžujeme. Použijeme k tomu postupu 
popsaného v kapitole 7.1, kde porovnáváme hodnoty ZFIN, kritické hodnoty ZFIN a 
aplikovaného napětí, resp. síly. K tomuto výpočtu bude použito vztahu (51) při výpočtu pro 
mód I a vztahu (60) pro výpočet pro mód II. Po dosazení potřebných hodnot, které byly 
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Vrub A Vrub B 	T°U   = 0,8   0,7   0,6  
-90 14 17 15 13 - 
-80 13 16 14 12 - 
-70 13 15 13 11 - 
-60 12 14 13 11 - 
-50 12 15 13 11 - 
-40 13 15 14 12 - 
-30 14 17 15 13 - 
-20 16 19 16 14 - 
-10 19 22 19 17 - 
0 24 28 24 20 205 
10 32 37 32 28 93 
20 52 60 50 45 62 
30 107 124 108 93 47 
40 357 531 361 309 39 
50 - - - - 35 
60 - - - - 32 
70 - - - - 30 
80 - - - - 30 
90 - - - - 30 
Tab.11: Kritické síly a:,? pro vrub A a vrub B v závislosti na  
Z tabulky je možné vyčíst, jaký má vliv mód II  na nebezpečí iniciace trhliny a při jakém 
úhlu  dojde k iniciaci trhliny z vrubu A případně vrubu B. Je zřejmé, že k iniciaci trhliny 
dojde při zatížení   −90,20° z vrubu A a  = 30,90° z vrubu B, nehledě na to, zda 
uvažujeme výpočet z módu I nebo II. Dále je možné číselně porovnat vliv módu II pro různé 
poměry /, kde hodnoty sil odpovídají křivkám zobrazeným na Obr.29.  
8.3. Shrnutí výsledků 
Na základě teorie zobecněné LELM jsme na výsledky numerické simulace aplikovali 
vzorce, které vedou k určení stability bi-materiálového vrubu zatěžovaného kombinovaným 
módem zatížení. Byly zjištěny směry 3, ve kterých se bude trhlina iniciovat, a jim 
odpovídající střední hodnoty maximálních tangenciálních napětí CC. Dále byly vypočítány 
průběhy ZFIN při změně směru zatížení , byly určeny kritické hodnoty ZFIN pro mód I a 
mód II. Bylo zjištěno, že kritické podmínky zatížení závisí, jak na směru zatěžování , tak na  
poměru lomových houževnatostí pro mód I a II / (Obr.29)(Obr.30), resp. (Tab.11).  
Protože kladná (tahová) tangenciální napětí nastávají u vrubu A pouze při směru zatížení  = −90, . . ,40° a dále vznikají pouze tlaková tangenciální napětí, byl pozorován vrub na 
opačné straně vzorku (vrub B). Zde nastala tahová tangenciální napětí při směru zatížení  = 0, . . ,90°. Byla provedena analýza vrubu B, zjištěny kritické hodnoty ZFIN a provedena 
analýza obou OSKN na nebezpečí iniciace trhliny. 
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Při výpočtu kritické hodnoty zatížení a:,? (Tab.11) bylo zjištěno, že k iniciaci trhliny 
dojde z vrubu A při směru zatížení součásti  = −90, . . ,20° a následně se trhlina bude 
iniciovat z vrubu B při směru zatížení  = 20, . . ,90°. Jak je vidět na Obr.31, k iniciaci 
trhliny dojde při zatíženích pod křivkami kritických sil, buď z vrubu A, nebo z vrubu B,. 
 






































Vrub B KIC=4MPa m1/2
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9. Závěr 
Základním cílem předkládané diplomové práce bylo určení podmínek porušování bi-
materiálového vrubu při kombinovaného módu zatížení. Za tímto účelem byla studovaná 
problematika LELM trhlin a následně problematika zobecněné LELM aplikovaná na bi-
materiálové vruby.  
V rámci teoretické rešerše bylo provedeno seznámení se základními pojmy LELM trhlin, 
jakými je napjatost v okolí vrcholu trhliny, zatěžovací módy a faktor intensity napětí. Byla 
uvedena kritéria směru šíření trhliny jako například kritérium maximálního tangenciálního 
napětí (MTS-kritérium) a kritérium minimální hustoty deformační energie (SED-kritérium). 
Poté bylo uvedeno kritérium stability trhliny. 
Dále bylo provedeno zobecnění LELM pro aplikaci na bi-materiálové vruby. Zde byla 
provedena analýza rozdělení singulárního napětí. Protože pro bi-materiálové vruby neplatí 
singularita g = 1/2 jako v případě trhliny, bylo předvedeno odvození exponentu singularity 
napětí pro případ OSKN, pro který platí g ≠ 1/2 a zároveň g ∈ 0,1.  
Pro bi-materiálový vrub existují dva exponenty singularity napětí korespondující s OSKN. 
Pro tyto OSKN byly uvedeny složky napětí, popisující napjatost v okolí OSKN a dále určený 
ZFIN. Existuje mnoho způsobů, jak určit hodnoty ZFIN, proto bylo provedeno seznámení 
s jejich určováním jako metoda přímé extrapolace, dvoukroková metoda určování ZFIN z 
maximální hodnoty tangenciálního napětí nebo hustoty deformační energie. Byly zmíněny 
jejich výhody a nevýhody a jejich použitelnost v rámci zobecněné LELM OSKN.  
Pro určení podmínek porušení bi-materiálového vrubu je nutné znát směry iniciace trhliny 
z vrcholu bi-materiálového vrubu, proto byly v této práci uvedeny dvě kritéria, ze kterých lze 
zjistit směr iniciace trhliny. Prvním je modifikované MTS-kritérium, ve kterém 
vyhodnocujeme střední hodnotu tangenciálního napětí v okolí bi-materiálového vrubu, jako 
druhé je zde uvedeno kritérium minima střední hodnoty hustoty deformační energie. 
Poté co je znám směr iniciace trhliny, je nutné určit kritérium stability daného OSKN. Za 
tímto účelem bylo provedeno seznámení s kritérii stability bi-materiálového vrubu vycházející 
ze znalosti střední hodnoty tangenciálního napětí a střední hodnoty faktoru hustoty 
deformační energie. Tato kritéria byla uvedena pro zatěžovací mód I, a dále byly odvozeny 
vztahy, popisující tato kritéria stability pro mód II. U obou případů zatěžovacích módů byly 
odvozeny vztahy pro výpočet kritické dovolené zatěžovací síly, při jejichž překročení dojde k 
iniciaci a následnému šíření trhliny. 
Poslední částí předkládané diplomové práce je analyticko-numerické posouzení tělesa s bi-
materiálovým vrubem. Byla provedena numerická simulace chování bi-materiálového vrubu, 
ve které bylo pozorováno chování OSKN nacházejících se na rozhraní dvou materiálů. Při 
numerické simulaci byly zjištěny střední hodnoty maximálního tangenciálního napětí CC a 
jím korespondující úhly 3. Poté bylo aplikováno modifikované MTS-kritérium, pro určení 
směru iniciace trhliny 3. Zde bylo zjištěno, že iniciace trhliny z vrubu A nastane pouze, 
pokud bude součást zatěžovaná v rozmezí úhlu zatížení  ∈ −90, . . ,40°. Při zatěžování  > 40° dojde k zavírání líců vrubu a ve vrcholu vrubu A nastanou tlaková tangenciální 
napětí. V tom případě se trhlina ve vrcholu vrubu A iniciovat nebude. Z tohoto důvodu byla 
věnovaná pozornost chování vrubu B. Cílem bylo zjistit, jak se bude vrub B chovat při 
zatížení součásti  > 40°. Výsledkem bylo zjištění, že trhlina se bude iniciovat v rozmezí 
směru zatížení  ∈ 0, . . ,90°. Směr iniciace trhliny se u vrubu B nemění a zůstává na 
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hodnotě 3 = 10° do hliníku. Protože lomová houževnatost hliníku je řádově větší, než 
lomová houževnatost epoxidové pryskyřice, dá se předpokládat, že trhlina se bude iniciovat a 
následně šířit v epoxidu rovnoběžně s rozhraním těchto dvou materiálů. Proto bylo pro další 
výpočty vrubu B počítáno s úhlem iniciace 3 = 0°.   
Pomocí programu MaterCH, byly určeny exponenty singularity napětí studovaných 
OSKN.  
Výsledky numerické simulace a výpočtu vlastností OSKN byly následně použity pro 
určení poměru ZFIN Γ
	. Následoval výpočet ZFIN, pro který byla použita dvoukroková 
metoda určování ZFIN, vycházející ze znalosti středních hodnot tangenciálního napětí.  
Hlavní část analyticko-numerické simulace bylo posouzená stability studovaného tělesa. 
Byl proveden výpočet kritických hodnot ZFIN 	^, ^
 u vrubu A i B 
s uvažováním lomové houževnatosti  = 4	¤	xH	/
. Dále byly pomocí vytvořených 
analytických vztahů vypočteny kritické hodnoty ZFIN 	^, ^
. Výpočty byly 
provedeny s uvažováním lomových houževnatostí  = 0,8, . . ,0,6. Vypočtené 
hodnoty byly dosazeny do vztahů pro výpočet kritických zatěžovacích sil. Zde bylo zjištěno, 
že na porušení součásti módem II má vliv jak směr zatěžování , tak poměr lomových 
houževnatostí ª«¬ª««¬. V případě bi-materiálového vrubu analyzovaného v této práci bylo 
zjištěno, že pokud je hodnota  větší nebo menší než hodnota 0,7, tak při poměru ZFIN Γ
	   je pro porušení součástí směrodatná křivka počítaná pro  a v případě Γ
	 → ∞ je 
pro porušení součásti směrodatná křivka počítaná z .   
Závěrem je možné konstatovat, že se podařilo splnit zadané cíle diplomové práce. Bylo 
odvozeno kritérium stability bi-materiálového vrubu pro převažující mód II. Toto kritérium 
bylo následně aplikováno na analyzovaný bi-materiálový vzorek. Stanovením směru iniciace 
předpokládané trhliny a výpočtem kritických lomových parametrů (kritických hodnot ZFIN) 
byly určeny podmínky, za kterých dojde k iniciaci trhliny z daných OSKN. Pro danou 
konfiguraci bi-materiálového vzorku byly vypočítány i kritické aplikované síly. Poznatky 
získané v předkládané práci lze využít pro spolehlivější posouzení chování těles složených 
z více materiálových komponent. 
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10. Seznam použitých veličin a symbolů 
V seznamu jsou uvedena označení a zkratky vyskytující se v celém textu. V případě, že se 
v textu vyskytují některé další označení, vztahují se pouze k dané části a jehjich význam je 
tamtéž vysvětlen.   T°U   Směr zatěžování tělesa   T−U   Poissonovo číslo S  TU   Modul pružnosti ve smyku 3  T°U   Polární souřadnice 3  T°U   Úhel iniciace trhliny 
Γ
	  T−U   Poměr zobecněných faktorů intenzity napětí 
  T­/x
U  Měrná povrchová energie 
 !  T­/x

U




  Plastická disipační energie 
Φ(*, ()  T−U   Airyho funkce napětí 
Φ6  T−U   Williamsovo vyjádření vlastní funkce 
Σ6  T­/x
U
  Hodnota zobecněného faktoru hustoty 
      deformační energie 
Σ6  T­/x
U
  Střední hodnota zobecněného faktoru hustoty 
      deformační energie 
Σ6    Kritická Střední hodnota zobecněného faktoru 
      hustoty deformační energie 
,  TU   Složka tenzoru napětí 
CC  TU   Tangenciální napětí 
CC  TU   Průměrná hodnota tangenciálního napětí 
A##$ TU   Aplikované (zatěžující) napětí 
:,? TU   Kritická hodnota napětí 
v	, v
 T°U   Úhly definující rozevření vrubu 
n_  T−U   Vlastní hodnota 
®, ®®, ®®® T−U   Označení módů zatěžování 
K  TxxU   Průměrovací vzdálenost 
2,  T−U   Tvarová funkce 
a®© T−U   Faktor intenzity napětí 
¯°a T−U   Zobecněný faktor hustoty deformační energie 
^_  T¤ x
H#`U
  Zobecněný faktor intenzity napětí  
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^_  T¤	xH#`U  Kritická hodnota zobecněného faktoru intenzity 
      napětí (Zobecněná lomová houževnatost) ,, {¤	xH	/
~  Faktor intenzity napětí pro jednotlivé módy  
namáhání I, II a III  
 ,  {¤	xH	/
~  Kritická hodnota faktoru intenzity napětí  
(lomová houževnatost) 
±±¤ T−U   Lineární elastická lomová mechanika 
¤ T−U   Metoda konečných prvků 
¤²  T−U   Maximální tangenciální napětí 
¤1,¤2 T−U   Označení jednotlivých složek bi-materiálu © T−U   Obecný singulární koncentrátor napětí g_  T−U   Exponent singularity napětí 0  TxxU   Polární souřadnice 6   T­/xU  Hodnota faktoru hustoty deformační energie 6  T­/xU  Kritická hodnota faktoru hustoty deformační 
      energie ° T−U   Hustota deformační energie °a T−U   Faktor hustoty deformační energie 
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